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パソコンによる数学定数の高精度計算
秦野和郎@在 及室玉@竹松英夫
High Precision Calculation of Mathematical 
Co:nstan ts usin富aPerso:nal Computer 
Kazuo HATANO， Nai-Yuh WAUNG and Hideo TAKEMATSU 
The high precision mathematical constants such asπ， e， y are calculated on our personal 
computers. The MUL TI 16 with CP /M monitor and FORTRAN compiler is employed. The first 
2500 decimal places of 7[;， e and the first 600 decimal places of γ(Euler constants) are pr巴sented
in this article 
1.まえがき
最近16ピットのパーソナノレコンビュータが普及しはじ
め，相当な計算能力を持つ計算機を手近に使えるように
なってきた。使用しうる計算機言語も初期のパソコンの
BASIC一辺倒から FORTRAN，COBOLなどの実用言
語が普及する兆しをみせている。
筆者らの研究室でも昭和56年6月，三菱電機の16ビッ
トパソコン MULTI16を導入し，同時にCP/M-86(モニ
ター)， FORTRAN(コンパイラ〉を購入した。これによ
り，従来の大型，中型計算機と同じような感覚でパソコ
ンを使うことができる。勿論，計算速度，記憶容量の点
で大型計算機とは比較にならないが個人的に手近に使え
るという利点は極めて大きL、。
大型，中型計算機では信頼性が重要視されるため，最
近の計算機の記憶装置は1ビットの誤り自動訂正， 2ピ
ットの誤り検出の機能を持っている。これに対してパソ
コンは安価という事が優先されるためMULTI16に限
らず多くのパソコンでは記憶装置の誤り検出を行ってい
ない。そのような計算機が長時間の使用に耐えるかどう
か心配である。そこで、答がわかっているか，或いは正誤
を容易に確認することができて， しかも長時間の計算を
要する問題として，いくつかの数字定数の高精度計算を
試行した。
この計算を行うためには，多倍長計算を実行するため
のプログラムを作製し，計算手順を構成しなければなら
ない。その種の問題の一般的困難さはたとえば文献l)p.
205~p.2mこ述べられている。又，計算の詳細を述べた文
献は少ない。
木稿では筆者らの計算に使った計算法を述べる。
2. Ludolphの数， πの計算(円周率)
他の定数の計算と異なり πの計算についてはいくつ
かの文献2)却があり又，容易に入手できる形で10万桁の結
果が公表されている2)。
zの計算には多くの公式が知られているが4)ここでは
少ない項数ですむことから Gaussの公式，
7[;= 48tan-1 }n十32tan-1}n -20tan-1Jー18 'VU'~" 57 uV'~" 239 
を使用した。
(2.1) 
さて，上式を使って πを10進d桁程度の精度で、求めた
いとする。
tan-1_l_= .;古i4LET
m一寸 2i+l)m21+l 
である。右辺の最初の部分和を
g→古河ふ庁
(2.2) 
(2.3) 
とおく。 tan-1(l/m)を10進d桁程度の精度で計算するに
t土，
Itan-l2:_ -gnl <主
10 (2.4) 
を満足するようにnをきめて gnを計算すればよい。 mミ
2とすると
|tant-gn|=li古河ト
<~ .;， --k< Lo ー'ー-
2n+3j，;川1m山 m20+3
である。従って
1 _ 1 
m2n+3 ....百古
より n11 
(2.5) 
(2.6) 
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n>十(dr3〉 (2.7) 
を満足すればよいことがわかる。
次に式 (2.3)で与えられる gnを計算する手順を述べ
る。
加 1~ (1)' 
仏=(-1)ザ 1 〔21+Um山
とおし上式から
G"_， =~-J -- ---k-1-2k-1 m2 
{~n 二 1
G。二mgn
(2.8) 
(2.9) 
(2.10) 
である。従って gnを求めるにはGn=1とおき，漸化式
(2.9)をk=n，n=l，・・ー， 2， 1に対して適用し，
得られた G。を mで割ればよい。
漸化式 (2.9)を一律に10進d桁で計算せずに，各kiこ
対して計算桁数を制御すると必要な計算量を半分程度に
減らすことができる。
式 (2.8)右辺にあらわれる
ヰ〔ー1)' _1' 
丘弓耳百五回 -u¥( (2.11) 
すなわち， gnの最後の部分和は容易に確認しうるように
IGkl <品有 (2.12) 
をみたす。このことから Gkの必要な10進有効桁数をsと
すると
d-s<(2k+1)10g m (2.13) 
である。従って漸化式 (2.9)の計算は各kに対してs>
dー (2kートl)logmなる Sを算出し， 10進 S桁程度で行え
ば十分であることがわかる。
m= 18， 57， 239に対して上の手順を適用すれば式(2.1)
から πを得ることができる。
以上のようにして得られただの近似値を fとする。
計算が正しく行なわれたかどうかを確かめるにはπネの
zに対する誤差
E=π-7(本 (2.14) 
を評価してみればよい。
π. 7(一一ε ε 
COS ---n-= COS一一一=子2ーしvu 2 ~ 2 (2.15) 
すなわち， ε主2cos(ピ/2)で、ある。従って εを知るにはd
桁を若干上回る程度の桁数で;'2cos切り2)を計算すれば
よし、。
cos xζ 〔ー l)'x21
寸一万D!
である。
hn一主(一山21コ(2i)!
(2.16) 
(2.17) 
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とおく。 cosxを10進d桁程度の精度で計算するには，
Icos x-hnl <奇 (2.18) 
を満足するようにnをきめて hnを計算すればよい。
|cosx-h|<|lj1Fi 
〈 X2n+21
在日夜。 1-(2去り2
であるがnは十分に大きいとして x<n十1とすると，
可.2n
Icos x-hn 1<合子市 (2. 19) 
である。
X2n 1 
(2n)!一而百 (2. 20) 
において， (2n)!にStirlingの公式5)を適用し両辺の常用
対数をとると
2n log xす10凶則一2n1副 n)
+2n log e= -d (2.21) 
となる。これを満足するようなnをNewton -Ra phson 
法6)を使って求める。すなわち，
刷 =(2n+~)log側一2n log付
+}10山 )-d (2. 22) 
制 =(2+よ)ln10+胸 i?
とし， no=d/2を初期値として反復式
ni+l=nj 臭 1Ll -l!j -.c!1'三ごてて一 (2. 23) 
をIn'+l-n;1<1が満足されるまで適用する。そのように
して得られた結果を若干上回る整数を式 (2.19)におけ
るnとすればよい。
以上のようにして nをきめて式 (2.17)を計算するた
めに
Tk二刊噌己主弓評L
とおく。この式から
T'_l=l一対」与守ででTkK- i C2k -1)(2k) ~ K 
{!n二 1
To=hn 
(2. 24) 
(2. 25) 
(2.26) 
を容易に得ることができる。従って hnを求めるには
Tnニ 1とおき漸化式 (2.25)をk=n，n-1， 
1に対して適用すればよい。
2， 
漸化式 (2.25)を計算するときに各kに応じて桁数
制御をすると心要な計算量を減らすことができる。
式 (2.24)右辺にあらわれる
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三与持LTK (2. 27) 
すなわち hnの最後の部分和はx<k+1のとき容易にわ
カミるように
11¥1<一三竺三丁 (2. 28) 
(2k 白ノ.
をみたす。従ってTkの必要な10進有効桁数を sとすると
d-s< (2kーのlogx ÷10山 (k-ω
(2k-2)log(2k-2)十(2k-2)log邑 (2.29) 
となる。ここで上式を得るのに(2k-2)!にStirlingの公
式を適用した。以上から式 (2.25) の計算は各 k~こ対し
て
吋 (2k のl的 x)十tM似 kυ
+ (2k-2)log(2k← 2) (2.30ω ) 
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図 1 Ludolphの数， π 
夫干上回る整数を式 (3.4)における nとすればよい。
次に
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(3.8) 
?????
?
??
?
??
?
?
???
?。↓?
?
?
ぉ?
」
(Tn=1 
To=en 
なる漸化式を容易に得ることができる。従って enを求め
るにはTn=1とおき漸化式(3.9)をkニn，n二 1，
2， 11こ対して適用すればよい。
各 k~こ対して漸化式 (3.9) を計算する際の桁数制御は
次のように行う。
式(3.8)の右辺にあらわれる enの最後の部分和を1¥
とする。
(3.9) 
(3. 10) 
n 
1¥ニヱ十
E二 k -
eの計算(自然対数の底)
だの計算と異なり Eの計算については文献が見当らな
い。又， 1000桁程度の数値は容易に入手できるが7)それ以
上の桁数の数値は簡単には得られない。
Napierの数Eは
3 _ Napierの数，
1 (" 1 1 1 
= k! {1十E芋1-+ー・+(k+1) (k+A2)・ー (k+n) J 
(3. 11) 
である。従って10進d桁の精度を持つeを得るために，
Tkの必要な有効桁数を Sとすると
d-s<加すlog(2nk)一klog k+k log e 
<告{l+士+...+会}<ι(3. 1) 
(3.2) 
ぺ生(1巾 n_さす
で与えられる。
??????????????
?
? ?
?
????
?
? ??
??
(3.12) 
となる。以上から漸化式 (3，9)の計算は各kに対して，(3.3) le-enl <奇
となるようにnをきめて enを計算すればよい。 凶 log2+すlog(拙 )+klog k-k log e 
(3.13) 
をみたすような Sを算出し， 10進 s桁程度で行なえばよ
いことがわかる。
以上のようにして得られたeの近似値を♂とし，その
誤差を εとする。
e=e-e本
le-enlニKElt寸百了{叶z+..}
(3. 14) 
である。
さて
(3.4) 
である。
1 1 
E了一百百
において n!にStirlingの公式を適用し，両辺の常用対数
をとると
をみたすようなsを算出し， 10進s桁程度で行えばよい
ことがわかる。
以上の手順で zを計算するためにFORTRANでプ
ログラムを作製した。
MULTI16のFORTRANでは2パイト整数と 4バイ
ト整数を使うことができる。そのような条件のもとでは
多倍長計算は215を法として計算するのが最適である。し
かしここでは，出力における 2進10進変換(非常に時間
がかかる〉を避けるために10'を法として計算した。
図1にMULTI16で計算した2500桁の zの値を示す。
所要時間は20時間位であった。 (MULTI16のFORT-
RANには計算時間を測定する機能がないため正確な所
要時間は不明である〕
(3.5) 
く叶す主。品百kくt「<IL
ln ♂=In(e-e)ニIne(l-~) 
二 1ヰln(lーす〉与1+す
であるから♂の誤差は
ε二 e(lne*ー 1) (3. 16) 
となる。従って eの計算が正しく行なわれたかどうかを
みるにはd桁を若干上回る桁数で e(lnゲー1)を計算
てみればよい。
lー さ品(日山
(3. 15) 
(3.17) 
す10山 n)+nlog n-n log吋
となる。これを満足するようなnをNewton-Raphson 
法を使って求める。
((n〕=七log(2n)+1…logn n log e-d 
f'(n) = (ln +かn10+10g号
とし， no=dを初期値とし，反復式(2.23)を In，+l-n，1< 
1となるまで適用する。そのようにして得られた結果を若
(3.6) 
(3.7) 
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である。
lnxは第 1章で、述べたtan-1(l/m)とほとんど同じよ
うにして計算できる。しかし作製すべきプログラムは
tan-1(l/m)の場合とはかなり異なる。tan-1(l/m)の場合
は式 (2.9)においてGkを一倍長の数 mで 2回或いは，
m2で 1回観ることで右辺第二項を計算できる。
lnxの場合に，式 (2.9) (2. 10)， (2. 3)に相当する式
t土
Gk_'=託 Lτ+X2Gk2k-1' "' ~K (3. 18) 
{ :nニ l
Go=Xgn (3. 19) 
g ←」ト←~X21+1
n-寸(2i+l) (3. 20) 
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図2 Napierの数， e 
24 秦野和郎・在
X一三二l
x+1 (3. 21) 
である。従って式 (3.18)，(3.19)から lnxを計算する
ためには，まず式 (3.21)で与えられる Xを計算しなけ
ればならない。 Xを計算するためには多倍長数の逆数の
計算を要する。
多倍長数を分母とする除算は非常に時間がかかる。そ
のために直接的な除算を避けて， Newton-Raphson法に
より多倍長数の逆数を計算する〔多倍長数同志の乗算は
容易である〕。
いま aを多倍長数として
x=l/a 
を計算したいとする。
f(X〕=l-Zb
(3. 22) 
(3. 23) 
とおくと， l/aを求めることは方程式， f(x)=Oを解くこ
とと同じである。式 (3.23)から
(3. 24) 
が容易に求まる。これを Newton-Ra phson反復式
Xi+l二 Xj~f(xj) /f'(x，) (3. 25) 
に代入すると， f(x)=Oに対する Newton-Raphson反復
式は
Xj+1 =x， (2~ax，) (3. 26) 
となる。適当な初期値を与えてこの反復式を XI+lとx，と
がaの有効桁数の半分程度の桁数，一致するまで反復適
用すれば， X[+lはl/aの正しい値になる。
πの計算と同じようにプログラムを作って Eの値を計
算した。図 2にMULTI16で計算した2500桁の Eの値を
示す。所要時間は3.5時間位であった。
4. Bernoulli数， B'nの計算
次章の Eulerの定数， γの計算のためにBemoulli数
を必要とするので本章でまず， Bernoulli数の計算につ
いて述べる。
Bernoulli数， Bnは
+...xt 00 ，-n 
長 T=EBn〔X〕主! : Itl<27L" (4.1) 
で定義される Bernoulli多項式 Bn(x)のx=Oにおける
値として定義される九これらについて，
n 
Bn(x十hHEoq〉B刈 hn-k
Bn(O) ェ (~l)nBn (l)=Bn ロミO
B'n+1 = 0 n孟1， B，=~1/2 
なる性質がある8)。
式 (4.2)でh=l， xニOとおき式 (4.3)，(4.4)を使う
(4.2) 
(4.3) 
(4.4) 
と，
及室玉。竹松英夫
BfH12n+山
を容易に得ることができる，ここで，
Bo= 1， B，=1/6 (4.6) 
であり，一般にB'nは有理数で、ある。
式(4，5)を使って順次 B'nを計算してゆくと次第に桁
落ちが大きくなって満足すべき結果を得られない。高精
度計算に使用しうるような値を得るにはB'nを有理数の
形で得るようにしなければならない。
b'n 二(~l) n-1B'n (>0) 
を計算することにして
(4.7) 
日 2n+zr (4.8) 
とおく。 12n，N 2n， D2nは非負の整数，N'n<D'nで N2n，
D，nは互いに素であるとする。これを式(4.5)に代入する
と，
? ???
「
??
」
??
?
?
????
?
?
??
?
? ? ?
??
?
?
?
? 。
?
、?
?
↓ ? ?
????????
である。この式を使ってしn，N2n， D2nを順次計算する。
nが大きくなると 1'nは極めて大きな数になる。どの程
度の大きさになるかは次のようにして見積ることができ
る。
B同 Y4訴LC(2 (4.10) 
である 8)。ここで s(n)はRiemannのZeta関数で
s(n) =ヱき (4.11) 
である。式(4.10)においてnが十分に大きいとして s(2
n) =;1を使い(2n)!にstirlingの公式を適用して両辺の常
用対数をとると
loglB，nlヰ log2+すlog〔4m〕+2nlogjk
(4.12) 
となる。これからたとえばB，oの整数部， I20は10進216
桁 B30の整数部130は376桁程度であることがわかる。
(4.9)を用いて Bemoulli数を B30まで計算した。そ
の一部を図3に示す。
5. Euler定数，yの計算
Euler定数 γは
ぺ忠(計一l叫 (5.1) 
で定義される。この数は50桁程度なら容易に入手できる
が7)それ以上の桁数の数を入手するのは困難である。
0-1. N 4 
yzE十+Ji旦(主丁 lnN) (5.2) 
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において
N _ 
s=ヱ十 (5，3) 
にEuler-Maclaurin和の公式8)を適用すると
1 ， 1 s=lnN-lnn+一+百官γ2n ' 2N 
+21量(告一時)+恥N) (5.4) 
となる。これを式 (5.2)に代入すると，
ト11. 1 
y=直丁+五一lnn
+吉弘.去+宜m(n) (5.5) 
k=I--- ー
となる。ここで剰余項Em(n)は採用した最後の項の絶対
値を越えない。すなわち
|丸(n)1話事L告 (5.6) 
である。また， Bernoulli数と RiemannのZeta関数との
聞の関係，式 (4.10)を使う式 (5.5)は
忘11， 1 旦B拙 l
z会丁+五一lnn+hlEE-F
~ (-1)k-1 2・(2k)!_kJm+1-E一・号訪ト~(2k). n~k 
+茸M(n) (5.7) 
と書き改めることができる。ここで，
|い|寸斜if"~(ーMω (5.8) 
である。まずこの項の性質について述べる。
M は十分に大きいとして ~(2M) 今1を使い(2M)!に
Stirlingの公式を適用すると式 (5.8)の右辺EM(n)は
E山〉与Jt・(主〉訓 (5.9) 
となる。 EM(n)はMを固定してnを大きくすればいくら
でも小さくなるが nを固定してMを大きくしたとき最
初は減少するがある値を超えると増大し発散する。その
境界は，式 (5，8)から
(2M -1)! ~ (2l¥i十日マ5高宮:r.r-~て5可面干豆 (5. 10) 
をみたすM，すなわち M~πn である。これから n を固定
したとき EM(伽到達しうる最小値， TBM(n〉は
すEM(n) 当 J!C士)2~ (5.11) 
程度であることがわかる。
Euler定数 yの計算はNapierの数e，Ludolphの数
xの計算に比較して非常に難かしい。 eや πは所要の桁
数を与えて必要な項数をきめることができるが γの計
算ではそのようにすることは難しい。
式(5.7)を使って yを計算するためには n，m， M 
の3つのパラメータをきめなければならない。このうち
mは使用しうるBernoulli数の個数によってきまる。第
4章で述べたようにBernoulli数はその絶対値が急速に
大きくなる数である。また，あらかじめ計算して表の形
にしておかなければならないので，主記憶の制約からあ
まり多くを使うことができない。
次に式(5.7)で第三項のlnnを計算しなければならな
いが， nをn=2P(pは自然数)の形にきめてしまうと ln
n=p ln2で、あるから ln2をあらかじめ計算しておくだけ
でよい。第五項にあらわれるだもあらかじめ計算してお
く。
式 (5.7) 右辺第五項の ~(2k) は 2 kが十分に大きけれ
ば 1 とみなすことができる。 ~(2k)=1 としたときの誤差
は2kが十分に大きければ1/2'"程度と考えてよい。
きて，式(5.7)において n(=2P)及びmが与えられた
とする。このとき yを何桁，計算しうるかを考える。ま
ず第四項までで，
dl=一log{J普(蒜〉加} (5_ 12) 
桁程度の r を計算できる。更に第五項における ~(2k) は
2k孟2(m+1)においては，
d2 = -log2-2(m+I) (5.13) 
程度の桁数で1とみなしうる(1.のうしろにd2個程度
のOが続く〕ので結局，式 (5.7)を使って yをd=dl+
d2桁程度計算しうることがわかる(第五項の ~(2k) を 1
とおく〕。このときMは
-log{ JifC品川=d (5凶
を満足するようにきめる。すなわちNewton-Raphson
法を使って方程式を解き，得られた結果の整数部をMと
する。ただし，この方程式は常に解けるとは限らない。
解けないときは， d， Mをそれぞれ
(d=一log{J七七2Hn}
， M=nn 
とする。
(5.15) 
以上の方法でプログラムを作製し， m=150， n= 
1024(p=log21024= 10)として yを計算した。その結果
を図4に示す。この結果は，1Cやeと異なり正しいかどう
かを検証する手段がない。しかしパラメータを種々変え
て計算した結果と比較してこの結果は正しいと信じてい
る。
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図 4 Euler定数，y 
6.むすび
はじめに述べたようにこの計算を始めた動機は，導入
したパソコンの信頼性をみるためであった。 πとEの計
算でその目的は達成されたと思う。信頼性は十分である。
本稿で述べた定数の他， ln n， log n， log2n， .ja"， 
n.ja (n， aは自然数)， Euler数 E2nなどを高精度で
計算するプログラムを作っている。最初はパソコンの信
頼性をみる積りで始めたことであるが今後，これまでに
作製したプログラムを活かして，又改良して数学定数の
データベースを作製しようと計画している。しかし，こ
の目的のために，より多くの桁数の数学定数を計算する
にはMULTI16のFORTRANの速さは少し遅すぎる。
幸いにも MULTI16のFORTRANコンパイラが近い
将来パージョンアップされて速さは現在の10倍程度にな
ると期待される。今後新しいコンパイラを使って，又一
部をアセンブラでコーディングして多くの数学定数を計
算する予定である。
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